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Abstrat
This note (whih makes no laim to novelty) presents a proof of the
separable rational onnetedness of smooth ubi hypersurfaes, in any
harateristi, by showing how to expliitly onstrut very free urves (of
degree 3) on them.
Résumé
Cette note (qui ne prétend pas à l'originalité) démontre la séparable
rationnelle onnexité des hypersurfaes ubiques lisses, en toute aratéris-
tique, en onstruisant expliitement des ourbes très libres (de degré 3)
traées dessus.
Introdution : L'objet de ette note est de fournir une démonstration sim-
ple d'un fait qui doit ertainement être onsidéré omme onnu mais qui sem-
ble diile à trouver dans la littérature : le fait que, en toute aratéristique,
les hypersurfaes ubiques lisses sont séparablement rationnellement onnexes.
On envoie à [2℄ (notamment hap. IV) ou [1℄ pour une disussion générale sur
la (séparable) rationnelle onnexité ; ii on prendra pour dénition l'existene
d'une ourbe très libre : 'est-à-dire qu'on dira qu'une variété projetive lisse
(intègre) X sur un orps k algébriquement los est séparablement rationnelle-
ment onnexe lorsqu'il existe h : P1 → X tel que le bré h∗TX soit ample (i.e.,
H1(P1, (h∗TX)(−2)) = 0), où TX désigne le bré tangent à X . Pour les onsid-
érations générales sur les hypersurfaes ubiques, et notamment la rationalité
des surfaes ubiques, on renvoie à [3℄.
La question plus générale de la séparable rationnelle onnexité, en toute
aratéristique, des hypersurfaes de Fano lisses, 'est-à-dire des hypersurfaes
lisses de degré d dans Pn ave n ≥ d, semble enore ouverte (omparer [2℄ V.2.13
et V.5.11).
1
Proposition 1. Soit X une variété projetive lisse (intègre) sur k un orps
algébriquement los, et soit D une sous-variété lisse (intègre) de odimension 1
qui, vue en tant que diviseur sur X (ayant une seule omposante, ave multipli-
ité 1), est ample. On se donne h : P1 → D non onstant, et on suppose que h est
très libre à valeurs dans D, 'est-à-dire H1(P1, TD(−2)) = 0. Alors h : P1 → X
est enore très libre, vue omme ourbe sur X, 'est-à-dire H1(P1, TX(−2)) = 0.
Démonstration. Soit i : D → X le morphisme d'immersion de D dans X . On a
la suite exate
0→ TD → i∗TX → OD(D)→ 0
où TD est le bré tangent à D, TX elui à X , OX(D) le bré en droites (supposé
ample) assoié au diviseur D, et OD(D) sa restrition à D lui-même, qui n'est
autre que le bré normal à D. En tirant ette suite exate ourte de brés par
le morphisme h : P1 → D, on trouve :
0→ h∗TD → h∗TX → OP1(degD h)→ 0
où degD h désigne le degré de hmesuré par rapport au diviseurD : on a degD h >
0 ar D est ample et que h est non onstant. On en déduit en partiulier, au
niveau de la ohomologie, pour tout ℓ ∈ Z :
H1(P1, (h∗TD)(ℓ))→ H1(P1, (h∗TX)(ℓ))→ H1(P1, (OP1(degD h+ ℓ)))→ 0
Prenons ℓ = −2 : alors H1(P1, (h∗TD)(−2)) s'annule par hypothèse, et H1(P1,
(OP1(degD h − 2))) s'annule ar degD h − 2 ≥ −1. Il s'ensuit qu'on a H1(P1,
(h∗TX)(−2)) = 0, e qu'on voulait démontrer.
Proposition 2. Soit X une surfae projetive lisse (intègre) sur k un orps al-
gébriquement los, et C ⊆ X une ourbe rationnelle intègre dans X, n'ayant pas
d'autre singularité que des points doubles ordinaires. On suppose que deg
−KX C
≥ 3, où deg
−KX C désigne le degré d'intersetion de C par rapport au diviseur
antianonique −KX sur X. Soit h : P1 → C la normalisation. Alors h : P1 → X
est très libre, vue omme ourbe sur X, 'est-à-dire H1(P1, TX(−2)) = 0. (Ré-
iproquement, si h est très libre, alors deg
−KX C ≥ 3.)
Démonstration. Rappelons que TP1 ∼= OP1(2). On a une èhe TP1 → h∗TX
déduite par dualité de h∗Ω1X/ Speck → Ω1P1
k
/ Speck
, et ette èhe est injetive sur
haque bre ar la diérentielle de h ne peut pas s'annuler (en un point lisse,
'est évident, et au-dessus d'un point double, h prend la diretion d'une des
deux tangentes distintes en e point). La èhe IC/I
2
C → i∗Ω1X/ Speck (où IC
est le faiseau d'idéaux dénissant C sur X et i la èhe d'immersion de C dans
X) donne, en tirant par h et en dualisant, une èhe h∗TX → OP1(degC h) (non
néessairement surjetive !). La omposée TP1 → h∗TX → OP1(degC h) s'annule,
ar elle s'annule sur haque bre au-dessus de tout l'ouvert de lissité de C. Mais
en regardant bre à bre, on voit même que la suite TP1 → h∗TX → OP1(degC h)
est exate : en eet, le noyau de la èhe de droite est un sous-bré de rang 1
dans h∗TX qui ontient l'image de la èhe de gauhe, image qui, omme on l'a
2
expliqué, a rang 1 en haque bre, don il y a exatitude bre à bre, d'où la
suite exate :
0→ OP1(2)→ h∗TX → OP1(degC h)
La dernière èhe de ette suite exate n'est pas néessairement surjetive (elle
ne l'est d'ailleurs jamais si C a eetivement des singularités), mais l'image de
ette èhe est un sous-bré de OP1(degC h), manifestement de rang 1 et de
degré elui de h∗TX moins deux (ar le degré de h
∗TX est deg−KX C), 'est-à-
dire deg
−KX C− 2, qui est don au moins égal à 1 par hypothèse. On peut don
érire
0→ OP1(2)→ h∗TX → OP1(deg−KX C − 2)→ 0
(notons au passage que si C est lisse, on sait que degC h = deg−KX C−2 puisque
le genre de C est zéro, don la dernière èhe de la première suite exate était
bien surjetive ; et réiproquement). En passant omme dans la démonstration
préédente à la suite exate longue de ohomologie (e sont les H1 qui nous
intéressent) après avoir tensorisé par OP1(−2), on voit que H1(P1, TX(−2)) = 0
omme on le voulait.
Pour la réiproque, on érit h∗TX ∼= OP1(d1) ⊕ OP1(d2) ave d1 ≥ d2 :
l'hypothèse que h est très libre se traduit d2 ≥ 1, et l'existene d'une èhe
injetive OP1(2) → h∗TX donne d2 ≥ 2, don deg−KX C = d1 + d2 ≥ 3, la
onlusion reherhée.
En partiulier, toute ubique plane intègre à point double ordinaire traée
sur une surfae ubique lisse est très libre :
Proposition 3. Soit X ⊆ P3 une surfae ubique lisse sur un orps k al-
gébriquement los (de aratéristique arbitraire), C ⊆ X la ourbe ubique plane
intersetion de X ave un plan Π tel que C ait un point singulier x ('est-à-dire
que Π est le plan Π(x) tangent à X en x) et supposons que C soit intègre et
que x soit un point double ordinaire (par opposition à un usp) : alors la nor-
malisation h : P1 → C omposée ave l'inlusion anonique dénit une ourbe
h : P1 → X très libre sur X.
Démonstration. On se trouve dans les onditions d'appliation de la proposi-
tion 2 : le bré antianonique −KX sur une surfae ubique est donné par une
setion plane ; le degré de la ourbe C d'intersetion est alors 3, e qui assure
que les hypothèses sont bien vériées.
Démonstration par alul expliite. On appelle (X0 : X1 : X2 : X3) les oordon-
nées de P
3
, et on suppose (sans perte de généralité) que X3 = 0 est l'équation du
plan Π. La ourbe C est une ubique rationnelle, don elle a un (unique) point
singulier x, qui, par hypothèse, est un point double ordinaire. Mettons que e
point soit donné par X1 = X2 = 0 (soit (1 : 0 : 0)) dans le plan Π. L'équation de
C s'érit alors X0 q(X1, X2) + c(X1, X2) = 0 où q est une forme quadratique en
X1, X2 et c une forme ubique. L'hypothèse que C a en (1 : 0 : 0) un point dou-
ble ordinaire se traduit par le fait que q est non nulle et a deux raines distintes
(orrespondant aux deux diretions tangentes), et l'hypothèse que C est intègre,
don ne ontient auune droite, se traduit par le fait que q et c sont sans raine
3
ommune. Quitte à faire un hangement de oordonnées, on peut supposer que
q(X1, X2) = X1X2. Érivons c(X1, X2) = α0X
3
1 + α1X
2
1X2 + α2X1X
2
2 + α3X
3
2 ,
où α0 6= 0 et α3 6= 0 (sans quoi q et c auraient un zéro ommun). Quitte
à remplaer X0 par X0 + α1X1 + α2X2, on peut supposer que α2 = 0 et
α3 = 0 ; et quitte à multiplier X1 par
√
α0 et X2 par
√
α3, on peut de plus
prendre α0 = 1 et α3 = 1. La normalisation h : P
1 → C est alors donnée par
le paramétrage (U : V ) 7→ (−U3 − V 3 : U2V : UV 2). On peut alors érire
h∗TP3 ∼= OP1(5)ξ⊕OP1(4)η⊕OP1(3) ∂∂X3 ave ξ ∈ Γ(P1, (h∗TP3)(−5)) donné par
ξ = U
2
V 4
∂
∂X0
− UV 3 ∂∂X1 −
1
V 2
∂
∂X2
= V
2
U4
∂
∂X0
− 1U3 ∂∂X1 −
V
U3
∂
∂X2
et η ∈ Γ(P1, (h∗TP3)
(−4)) donné par η = UV 2 ∂∂X0 − 1V ∂∂X1 = − VU2 ∂∂X0 + 1U ∂∂X2 .
Soit f = X0X1X2 + c(X1, X2) + X3Q(X0, X1, X2) + X
2
3L(X0, X1, X2) +
AX33 l'équation de la surfae X , où Q est une forme quadratique telle que
Q(1, 0, 0) 6= 0 (sans quoi X serait singulière en (1 : 0 : 0 : 0)), L une forme
linéaire (éventuellement nulle), et A une onstante. On peut alors aluler ξ ·f =
−U2V 2 et η · f = −U4V − UV 4 et ∂∂X3 f = Q(−U3 − V 3, U2V, UV 2). Ainsi,
auune ombinaison linéaire des setions (de Γ(P1, (h∗TP3)(−3))) U2ξ, UV ξ,
V 2ξ, Uη, V η ou ∂∂X3 n'annule f , 'est-à-dire, n'est dans le noyau h
∗TX de la
èhe h∗TP3 → OP1(9) : en eet, en faisant V = 0 on se onvain que le oeient
devant
∂
∂X3
doit être nul, et l'annulation des autres oeients est laire. On
a ainsi prouvé Γ(P1, (h∗TX)(−3)) = 0 ; omme h∗TX doit s'érire OP1(d1) ⊕
OP1(d2) où mettons d1 ≥ d2, ei signie d1 < 3, mais omme d1 + d2 = 3, on
a manifestement d1 = 2 et d2 = 1. Cei montre bien H
1(P1, (h∗TX)(−2)) = 0.
(On peut aussi dire que le OP1(2) de la déomposition de h∗TX est engendré par
UV η−U3ξ + V 3ξ = −3V 2U ∂∂X0 +U ∂∂X1 +2V ∂∂X2 = 3U
2
V
∂
∂X0
− 2U ∂∂X1 − V ∂∂X2 ,
qui, de fait, orrespond bien à l'image de la èhe OP1(2) → h∗TX expliitée
dans la démonstration préédente.)
À l'opposé, une ubique plane intègre uspidale traée sur une surfae u-
bique lisse n'est pas très libre (et l'hypothèse faite dans la proposition 2 sur les
singularités de C est don essentielle) :
Remarque 4. Soit X ⊆ P3 une surfae ubique lisse sur un orps k algébrique-
ment los (de aratéristique arbitraire), C ⊆ X la ourbe ubique plane inter-
setion de X ave un plan Π tel que C ait un point singulier x ('est-à-dire que
Π est le plan Π(x) tangent à X en x) et supposons que C soit intègre et que
x soit un usp : alors la normalisation h : P1 → C omposée ave l'inlusion
anonique dénit une ourbe h : P1 → X qui n'est pas très libre sur X.
Démonstration. On reprend les notations utilisées dans le alul expliite prou-
vant la proposition 3, mais ette fois ave q(X1, X2) = X
2
2 . Si la aratéris-
tique est diérente de 3, quitte à faire des hangements linéaires de oordon-
nées, on peut supposer que c(X1, X2) = X
3
1 . Alors l'existene de la setion
δ ∈ Γ(P1, (h∗TX)(−3)) donnée par δ = 3U
2
V 2
∂
∂X0
− ∂∂X1 = 2 ∂∂X1 +3VU ∂∂X2 montre
que d1 ≥ 3 (en fait, on a préisément h∗TX ∼= OP1(3)⊕OP1 , e qui se vérie par
l'annulation de Γ(P1, (h∗TX)(−4)), mais e n'est pas néessaire pour savoir que
la ourbe n'est pas très libre). En aratéristique 3, on érit c(X1, X2) = X
3
1 +
αX21X2, et l'expression de la setion δ ∈ Γ(P1, (h∗TX)(−3)) est plus ompliquée :
4
δ = −αUV ∂∂X0 − ∂∂X1 = α2
(
αVU − 1
)
∂
∂X0
− (αVU − 1
)2 ∂
∂X1
−αV 2U2
(
αVU + 1
)
∂
∂X2
,
mais la onlusion est la même.
Note : En analysant plus préisément la struture de la démonstration que nous venons de
faire, on voit qu'en fait la surfae X dans laquelle C est plongée importe peu : il y aura toujours
une èhe non nulle O
P1
(3) → h∗TX donnée par δ ; et même, la n de la démonstration de
la proposition 2 tient enore si on remplae essentiellement O
P1
(2) par O
P1
(3) tout du long.
Cei signie que, si C (la ubique uspidale plane, vue omme une ourbe abstraite) est
plongée dans une surfae projetive lisse X, la èhe de normalisation la présente omme
très libre sur X si et seulement si deg
−KX
C ≥ 4. L'auteur de ette note soupçonne qu'il
existe un invariant ρ failement alulable, pour une ourbe singulière C (point singulier par
point singulier, additif, et valant 0 pour un point double ordinaire et 1 pour un usp ubique
simple) tel que C plongée dans une surfae projetive lisse X soit très libre si et seulement si
deg
−KX
C ≥ 3 + ρ.
Il n'y a bien sûr auune surprise à l'existene de ourbes très libres sur une
surfae ubique lisse, puisque ette dernière est rationnelle, don ertainement
séparablement rationnellement onnexe. Le fait intéressant dans la proposition 3
est qu'on peut en trouver expliitement. Ces ourbes existent d'ailleurs, en vertu
du lemme suivant (qui peut être intéressant en lui-même) :
Lemme 5. Soit X ⊆ P3 une surfae ubique lisse sur un orps k algébriquement
los de aratéristique diérente de 2. Alors il existe x ∈ X tel que l'intersetion
C(x) de X ave le plan tangent Π(x) à X en x soit une ourbe ubique intègre
ayant pour unique singularité un point double ordinaire en x.
Sous-Lemme 6. Soient P0, P1, P2, P3, P4, P5 six points (distints) du plan pro-
jetif sur un orps k de aratéristique diérente de 2 : on suppose que trois
quelonques d'entre eux ne sont pas alignés et que tous les six ne sont pas situés
sur une même onique. Alors il existe un point Q à l'intersetion de deux des
(quinze) droites reliant deux des six points Pi qui est distint de tous les Pi, non
situé sur auune autre des droites reliant deux des Pi et également non situé sur
une des six oniques reliant inq des Pi.
Démonstration du sous-lemme. Les points P0, P1, P2, P3 forment une base pro-
jetive du plan. Quitte à eetuer une transformation projetive (qui ne hange
rien à la situation ni à la onlusion reherhée), on peut don supposer qu'ils
ont les oordonnées respetives (0 : 0 : 1), (1 : 0 : 1), (1 : 1 : 1), (0 : 1 : 1). À e
moment-là, le point d'intersetion de (P0P1) et de (P2P3) est (1 : 0 : 0), elui de
(P0P2) et de (P1P3) est (1 : 1 : 2), et elui de (P0P3) et de (P1P2) est (0 : 1 : 0) :
la hose qui nous importe est qu'ils ne sont pas alignés en aratéristique dif-
férente de 2, don ils ne peuvent pas être tous les trois sur la droite (P4P5).
Appelons Q un de es trois points qui n'est pas situé sur (P4P5), et mettons
pour xer les idées (et sans perte de généralité) que e soit le point d'intersetion
de (P0P1) et de (P2P3). Manifestement, Q est distint des six points Pi. Il n'est
situé sur auune des droites (P0P2), (P0P3), (P0P4) ou (P0P5), sans quoi P0 et
P1 seraient alignés ave un Pi pour i ≥ 2. Pour des raisons semblables, Q ne
peut pas être situé sur (P1P2), (P1P3), (P1P4), (P1P5), (P2P4), (P2P5), (P3P4)
ou (P3P5), et on a déjà expliqué qu'il n'était pas sur (P4P5). Restent enn les
oniques ; une onique dénie par inq des six points Pi est non-dégénérée (i.e.,
lisse), don ne peut pas ontenir trois points alignés, et omme elle ontient
5
soit P0 et P1 soit P2 et P3 elle ne peut pas ontenir aussi Q. Ce qui termine la
démonstration.
Démonstration du lemme. Comme X est isomorphe à l'élaté du plan projetif
en six points, le sous-lemme nous permet de trouver un point z sur X situé sur
deux, mais pas trois (on dit que z n'est pas un  point d'Ekardt ), des vingt-
sept droites traées sur X . (On peut aussi faire appel au fait  onnu  que
la surfae ubique ayant le plus de points d'Ekardt est la surfae de Clebsh,
qui en a 10, e qui est stritement moins que le tiers du nombre de points
d'intersetion, soit 105, de deux des 27 droites traées sur X .) Cei signie que
C(z) est formé de trois droites dans le plan Π(z), se roisant en trois points
distints.
Soit D une des deux doites qui passent par z. Considérons un point y sur
D : alors C(y) est formé de la réunion de D et d'une onique (éventuellement
dégénérée). Comme il n'y a qu'un nombre ni de droites traées sur X , il y a
un ouvert non vide (de D) de points y pour lesquels la onique en question est
lisse. Par ailleurs, omme 'est le as pour z, il y a un ouvert non vide de points
y pour lesquels elle renontre la droite D en deux points distints. Fixons y dans
l'intersetion de es deux ouverts : pour résumer, C(y) est don la réunion de
D et d'une onique Γ qui oupe D en y et en un deuxième point y′ distint de
y.
Considérons maintenant un point x sur Γ . Comme il n'y a, de nouveau,
qu'un nombre ni de droites traées sur X , il y a un ouvert non vide (de Γ ) de
points x pour lesquels C(x) est une ubique intègre, n'ayant don pas d'autre
singularité qu'en x. Par ailleurs, omme 'est le as pour y, il y a un ouvert
non vide de points x pour lesquels C(x) a deux diretions tangentes distintes
en x. Fixons x dans l'intersetion de es deux ouverts : C(x) a alors toutes les
propriétés souhaitées, 'est-à-dire qu'il s'agit d'une ubique intègre ayant pour
seule singularité un point double ordinaire en x.
En aratéristique 2, le lemme n'est pas valable : en eet, la surfae ubique (lisse) d'équa-
tion X3
0
+X3
1
+X3
2
+X3
3
= 0 est oupée par tout plan tangent soit en une ubique intègre usp-
idale, soit en une droite et une onique tangente à elle-i, soit en trois droites onourantes en
un point d'Ekardt (elle a 35 points d'Ekardt). Il n'existe don auune ourbe plane très libre
sur ette hypersurfae ubique (mais il existe, bien sûr, des ourbes très libres traées dessus,
par exemple elle donnée par h : (U : V ) 7→ (U3 +U2V : U3 +U2V + V 3 : U2V + V 3 : UV 2),
qui a h∗TX ∼= OP1 (2) ⊕ OP1 (1) puisqu'en ontratant six droites bien hoisie elle devient
isomorphe à une droite dans le plan élaté en six points qui ne passe par auun de es points).
Cei est d'ailleurs le seul exemple possible d'une surfae ubique sur laquelle n'est pas
traée une ourbe ubique plane à point double ordinaire. En eet, la démonstration du
lemme 5 vaut enore en aratéristique 2 dès lors qu'il existe un point à l'intersetion de deux
droites qui n'est pas un point d'Ekardt : en revenant à la démonstration du sous-lemme 6,
si tous les points d'intersetions sont des points d'Ekardt, en prenant (0 : 0 : 1), (1 : 0 : 1),
(1 : 1 : 1), (0 : 1 : 1) pour oordonnées de P0, P1, P2, P3, les points P4 et P5 doivent être
alignés ave les intersetions (1 : 0 : 0) de (P0P1) et de (P2P3), (1 : 1 : 0) de (P0P2) et
de (P1P3), et (0 : 1 : 0) de (P0P3) et de (P1P2), don on peut érire P4 = (X4 : Y4 : 0)
et P5 = (X5 : Y5 : 0). Comme (P0P4), (P1P5) et (P2P3) doivent onourir en un point, on
doit enore avoir Y4X5 + X4Y5 + Y4Y5 = 0, et, de même, Y4X5 +X4Y5 + X4X5 = 0, don
nalement X4X5 + Y4Y5 = 0, autrement dit P4 = (1 : ζ : 0) et P5 = (1 : ζ2 : 0) ave ζ raine
primitive ubique de l'unité. Cei montre que les six points sont omplètement déterminés par
l'hypothèse, et il n'y a don qu'une seule surfae ubique qui vérie ette propriété.
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On peut également failement trouver des ourbes très libres sur des hyper-
surfaes ubiques de dimension ≥ 3 :
Proposition 7. Soit X ⊆ Pn une hypersurfae ubique lisse de dimension
n − 1 ≥ 2 sur un orps k algébriquement los (de aratéristique arbitraire).
Alors il existe h : P1 → X très libre sur X ('est-à-dire H1(P1, TX(−2)) = 0) et
dont l'image est ontenue dans un plan si la aratéristique de k est autre que
2, et dans un espae de dimension 3 si elle est 2.
Démonstration. On proède par réurrene sur la dimension n − 1 de l'hyper-
surfae. Le as n − 1 = 2 onstitue le ontenu de la proposition 3 (ombiné
au lemme 5) en aratéristique diérente de deux, et est lair en aratéristique
deux. Si n−1 ≥ 3, le théorème de Bertini permet de trouver un hyperplan H tel
que l'intersetion de H ave X soit une hypersurfae ubique lisse de dimension
n− 2 : l'hypothèse de réurrene assure alors l'existene de h : P1 → H ∩X très
libre dont l'image est ontenue dans un plan, et la proposition 1 montre que h
est libre sur X tout entière.
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